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ds  (2t+1)(E2-t-3) ., 2 4+8—1
= : 24t4l) |———z
dt 2+1 PR (2 4+ 1)°
ds72t3—t2—7t—3+t4+9t3+8t2+7t—1

dr 2+1 2 4 1)°

ds  (+1) (2 -2 -Tt-3)+t' + 03 + 82+ Tt —
di (2 + 1)

ds 20 A5 -4 Tt -3+ P+ 03 487 4 TE - 1
dt (2 + 1)

ds 215+ 483 + 4% — 4

dt (2 +1)°

ds  2(t°+2° + 262 - 2)

dt (2 +1)°

DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA

REGLA DE LA CADENA

Laregla de la cadena es una de las herramientas mas potentes del calculo diferencial
y es la que le da versatilidad al calculo de derivadas ya que mediante ella podemos
calcular la derivada de funciones tales como:

flx)= (m”l)m 0 glz) =+vz* -2z +1

Antes de establecer tan importante regla veamos los siguientes ejemplos de prob-
lemas en los que se pide calcular una determinada razon de cambio.

EJEMPLO 1. Supongamos que un automévil tiene un rendimiento de combustible
de 12 km por litro de gasolina. Si la velocidad es tal que consume gasolina a razén
de 10 litros por hora. ;Cual es la velocidad del automévil en km/h?

Solucion:

Las razones de cambio dadas tienen unidades 27 y 22 respectivamente.
Asf es ficil observar que la razén de cambio pedida se puede obtener multiplicando
las dos razones de cambio dadas.
12 km 10 litro 190 km
litro ~hora ° hora
Es importante recalcar que el consumo de gasolina del automovil depende del

rendimiento de combustible de su motor.

EJEMPLO 2. Supongamos que una ~fuerte” masa de de aire frio ("norte”) entra
a la peninsula de Yicatén y la temperatura desciende a razon de 3 grados Farenheit
por hora. Puesto que hay 5/9 de grados Centigrados por cada grado Farenheit, hallar
la razén a laque baja la temperatura en la peninsula en grados Centigrados por hora.

Solucion:
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Nuevamente la razon de cambio pedida se puede obtener multiplicando las dos
razdnes de cambio dadas, esto es:
5 grados C 3 grados ' § grados C'
9 grados F hora 3 hora

Podemos ver que el hecho de multiplicar las razones de cambio hace que las
unidades de la razén de cambio pedida sean congruentes, lo cual no es casual ya
que existe una dependencia entre las razones de cambio dadas. En este sentido y
siguiendo la misma metodologia resolvamos el signiente problema,

EJEMPLO 3. Supongamos que la poblacién y de peces grandes en un estanque
de cultivo es una funcién y = f(u) = 4,/u + 100, donde u representa la cantidad
de peces pequefios, de los cuales se alimentan. Asimismo la poblacion de peces
pequefios depende de la cantidad 2 de tiempo en meses de permanencia en el es-
tanque tal que « = g(z) = 42? + 500. Determinar la tasa de crecimiento de los
peces grandes con respecto al tiempo de permanencia en el estangue.

Solucion:
Puesto que la poblacion de peces grandes esta dada por y = 4./u + 100,
entonces la tasa de crecimiento de la poblacwn de peces grandes con respecto al
namero de peces pequefios esta dada por 5 —3 asi:

dy L, i
A W e
du {2 (w)
2 peces grandes
VU peces pequeios
Como la poblacién de peces pequefios esta dada por u = 4x? + 500, entonces la

tasa de crecimiento de los peces pequefios con respecto al tiempo de permanencia
en el estanque esta dada por ‘;—‘; ,asi:

du peces pequenios
_ = 83; S T e
dzx mes
Ahora siguiendo la metodologia aplicada en los ejemplos anteriores, 1a tasa de
crecimiento de los peces grandes con respecto al tiempo de permanencia la hallamos
multiplicando las dos tasas de crecimiento, asi:
dy  (dy du 2 peces grandes peces pequenos
dr (&E) (@) . peces pequerios R mes
dy  16x peces grandes
B g wwes
Ahora como u = 42? + 500, tenemos que:
dy 162 peces grandes

dr /a2 1500  mes

simplificando
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dy 16z B Bx peces grandes
dr  2vz2 +125 Vz?+125 mes
Puesto que en el ejemplo anterior la poblacion de peces grandes depende de la
poblacion de peces pequefios que a su vez depende del tiempo, queda claro que a
final de cuentas la poblacion de peces grandes tambien depende del tiempo de tal
forma que:

y = flu)=f(g(z))="Fog
y = 4v/4a?+500+ 100

Lo cual nos muestra que i es la composicién de f y g, por lo que de acuerdo a la

solucién del problema
ay () (du
de du dx

f'(w)d (=)

f'(g(z))d (x)
El proceso anterior-se puede generalizar mediante la siguiente regla denominada

regla de la cadena para la derivacién de funciones compuestas.

REGLA DE LA CADENA

Sea y = f(u) una funcién derivable de v y sea v una fincion denvable de ©

tal que u = g(z), entonces y = f (g(x)) es tambien una funcion derivable de x

tal :
" % = (%) (f—;) = f'(g(=))d @)

Cuando se eiplica la regla de la cadena es il pensar en f o g como formado por
dos partes una interior y otra exterior de tal forma que:

exterior

—A—
y= f(g(x) = f(u)

u = gfx)
interior

EJEMPLO 4. Consideremos la fimeién: y = (2% + 2)3, tenemos que
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exterior
y=(x*+2) =’
—
u
interior
Para calcular su derivada aplicamos la regla de la cadena como sigue:
7 derivada de derivada de
d—z == Ia funcion la funcién
exterior interior
() (e
- \du/ \ dzx
ay
_ a2 Y
= du
=3 (2% +2)* (22)
= bz (:l?2 + 2)2

EJEMPLO 5. Sea la funcion y = (52 — 42)*, calcular y/ .

Una forma comun que se emplea para aplicar la regla de la cadena es elegir pre-
viamente en la funcién dada la tuncion interior . La forma més frecuente con que
se presentan las funciones compuestas es y = u™, de tal forma que por lo general
se elige « la funcidn f(x) que estd elevada a la potencia n. En este caso

=5z —42? — gy = ut '

Asi p "

y’:4u3-d—z ——>d—z:5%8:c
Por lo tanto

y =4 (52 — 422)® (5 — 8x)
Como ya se menciond las funciones de los ejemplos anteriores tienen la forma:

y = u", donde uw= f(x)

O de otra forma:

extérior  eXterior

n n
y =gt "]
interior u

Tt ariar

Si aplicamos la regla de la cadena para obtener su derivada tenemos:
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dy n1 du
dr '
La expresion anterior constituye la llamada regla generalizada para el calculo de
la derivada de una potencia y representa un caso particular de la regla de la cadena.
[ REGLA GENERAL DE LAS POTENCIAS
Seay = [f(z)]", donde f(z) es una funcion derivable de z y n un nimero racional
entonces:

B lf @ f (@)

dr
De otra forma:
Sea y = u", donde w es una funcion derivable de 2 ¥ m €8 un nimero racional, entonces:
| 7 :
%Y -t D.u
dr

EJEMPLO6. Sea  y = (2% — 3z + 4)6, calcular ?
Z

Aplicando la regla general de las potencias, tenemos:

dy 5
= = 6 ($3 — 3z + 4) (3:.32 —.3)
dy 5 5
EE = (182 - 18) (2® — 32 +4)
EJERCICIO RESUELTOS

Dadas las siguientes funciones calcular su derivada
f(2) = (62— 24)*/*

1

2. 8(t) = VOP —H 1
3. f{z) = /522 — 6
4

o 4z
9 -z
= 2
% e (29:2—%-4)
6. f(r) = 2r (6r — 18)°
1
7. f(z) = (@ — 12)?
8. h(w) = Vw—1 (w—2)°
4 28
P Ha) = z+1
10, g(t) = VI—1+ /T F1
SOLUCIONES:

1. Considerando v = 6z — z%, entonces f (z) = w*/2, asi aplicando la regla
generalizada de las potencias
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~1/2 . du
dx

F'(@)=3u
1) = § (60 —a*) ™ (6 - 127
3 (6 — 4x°) _3(2) (3 —223)

fla) = 2 (6z — ,1,"4)1/2 9 (6 — $4)1/2
; B 3 (3 - 2.’53)
fl(z)= T

2. La funci6n dada s(¢) = +/2t* — 4¢ | 1, la podemos reescribir como s(t) —
(262 — 4t + 1)1/ 2y aplicar la regla generalizada de las potencias, asi

ds —1/2

= 3 (22 -4t +1) (4t — 4)

ds 4t —4 B 4t —-1)

i g -at+1)"? 2020 -4+ 1)
ds 2 -1)

dt AP @ f1

3. De lamisma forma que el ejercicio anterior la funcion dada la podemos escribir
como f(z) = (522 — 6)1/3
y aplicar la regla generalizada de las potencias, asi
fi(z) = 1 (522 — 6)*/* (102)
10z
) s
I 3(5a2 — 6)*°
102

) = —F——=
) 3{/ (522 — 6)*
4f

4. La funcién dada y =

regla del cociente y en el
momento requerido aplicar la regla de la cadena. Podemos reescribir la funcién
como:

- = ¢s un cociente por 1o que hay que aplicar la
—

B 4z
v (9—32)1/2
dy (9" (@) -4z (}) (9-2*) 7 (~20)
dx [(9_9:2)1/2]2
2 2
49-a?) 24— go_ gz, ST
dy 6= +2(9—3:2)1/2 ( ) +(9—x2)1/2

da (9 — 22) N (9—22)
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4(9 - z?) + 422

dy  (@9-z0)"? 36— 45® + 43
dr (9 — x2) T (9 22)%?
dy 36

dr (9 $2)3/2

5. Puesto que g(z) = (2T2m+ i
potencias

9’($)-2( i )[(2$2+4)(l)—$(4m)J

222 +4 (222 + 4)*

z 222 + 4 — 422
g’(m)—z(2$2+4)li (2332 +4}2 }

 2¢(4-227)
(22 +4)°

2
) , podemos aplicar la regla generalizada de las

g (z)

6. La funcion f(r) = 2r (6r — 18)°, implica un producto por lo que de entrada
hay que aplicar 1a regla del
producto y en su momento aplicar la regla de Ia cadena.

£(r) =2 [r (6) (6r — 18 (6) + (6r — 18)° (1)]
F/(r) = 2(6r — 18)° 36r + (6r — 18)]
f/(r) = 2(6r — 18)° (42r — 18)
7. La funcion dada f(z) = —1-7, la podemos reescribir como
(22 — 4x)
flz) = («® — 42) =

Asi aplicando Ia regla de las potencias tenemos:
f(z) = (-2) (2* — 42) (22 — 4)

oy = 2020 4)]

(22 — 4z)°

8. La funcién h(w) = v/w — 1 (w — 2)°, es un producto de funciones compues-
tas, por lo que hay que aplicar
la regla del producto, asi

A(w) = (w—1)"? (w — 2)°
B (w) = (w = 1) 3) (w - 2)* () +(w-2)* (}) (w- 172 (1)
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mm*m—wﬂ@w—ﬁ+§gf%§
H@g_@hafigtsﬁfw—m
() - =B 09

9. La funcién dada f(z) = {/ 3;249-: T la podemos reescribir como:

f(az)w( il )1/3,asi

z+1

v 1 28 NP [z +1)(2) - 22(1)

f(x)”(ﬁl) { (@+1)°

v af 2\ (mr2-20

r@-3 () (T:T)

)= 1 @) 2 _ 1 o D
Y@+ 1)"® (z+1)? 3+ 1)t

o) — 2

'@ 3(22)*3 (& + 1)

2

(@) = ——n—
: 3¢/4a? (z +1)*

10. La funcién dada g(t) = v/t — 1 + +/t + 1, es una suma de funciones por lo
que aplicamos la regla de la
suma.

Podemos reescribir la fimcion como
a(t) = (t—)Y* + (¢t +1)"/2
g =30-1""* W)+ L1+ @)
1 1
)= 2l — 152 " 2 A
T e b
Bk =B 1M

gl
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o= LV
2/ - 1)

Hasta ahora hemos visto ¢6émo encontrar la derivada de fimciones explicitas, esto
es, funciones en las que la variable dependiente esta definida explicitamente en
términos de la variable independiente tales como:

4w
VE— W

Sin embargo no siempre es posible o resulta muy dificil despejar la variable de-
pendiente en términos de la variable independiente y entonces se tiene lo que lla-
mamos funciones implicitas, de las que a continuacion se dan algunos ejemplos.

y =z S=8P 421, U —

Syie — 6y + 8z2 — 12 = 0, x%—7zy+ 2% =9, g 2zy + 2y =6

Para las ecuaciones dadas en los ejemplos anteriores se dice que definen implici-
tamente a y como una funcién de z, es decir se considera que y = f(x), ahora
bien jcémo proceder si se nos pide caleular dy/dz? Afortunadamente no es nece-
sario hacer explicita la ecuacion para poder calcular dy/dz. Esto es posible por Ia
potente herramienta que es la regla de la cadena.

La derivacion implicita es la técnica que se utiliza para derivar funciones sin que
sea necesario despejar la variable dependiente en términos de la variable indepen-
diente y se basa en la regla de la cadena. Consiste en considerar que la variable
dependiente es una funcion derivable de la variable independiente, es decir si yrep-
resenta a la variable dependiente y z a la variable independiente, entonces:

dy
= / —
y=f(x) y ¥==

Asi , por ejemplo si y es una funcién derivable de 2y z — 52, tenemos que:

dz o dy
— = 15y7=
dr ¥ dzx

o
d dy
— (53%) = 152—=
dx ( 4 ) 4 dx

De tal forma que al derivar una funcién implicita derivamos término a término ¥
aquellos términos en donde aparece la variable dependiente (y) aplicamos la regla
de la cadena. Mostraremos mediante un ejemplo la aplicacién de la técnica de
derivacién implicita.

EJEMPLO 1. Hallar la derivada de la ecuacién i3z — 3y + 422 — 6 — 0

Para encontrar % es necesario derivar término a término usando en cada caso
la regla de derivacion correspondiente (suma, producto, cociente). Dado que la
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variable y se considera una funcion derivable de z, los términos que la contengan
se derivaran utilizando la regla de la cadena, esto es se considera a la variable y,
come una funcion compuesta.

Asi tenemos derivando término a termino

2 80) —3 L ) 14l (22) -2 (6) = 2 (0)

dz VT T W T dx dz

En el primer término usamos la regla del producto y al derivar 3 y 3 usamos la
regla de la cadena

y (1)+9:(3y) Y _ 4 U+4(2x)-—0:0

4302 g y+8 =il

d
. dy
Ahora resolvemos 1a ecuacidn para =

2 dy
322 =L — 3=2 = —8z — ¢
Y iz de S
dy

pr (S.L'y — 3) (8:13 o y3)

dy 8wty
dr  3xy? -3

Es comin utilizar el simbolo ¢ en vez de é‘% cuando se aplica la derivacién im-
plicita.
EJEMPLO 2. Calcular 2, si 3y? + 2zy + 52 = 6
Derivando implicitamente tenemos: A
32y)y +2[zy +y(1)] +10z =0
6yy + 2xy + 2y + 10x =0
y (6y + 2x) = —10x — 2y
—10z -2y —2(5z+y)
6y + 2z - 2 (x4 3y)

Sz 4y
=
r+ 3y
EJEMPLO 3. Se dispara un proyectil el cual describe una trayectoria dada por
la ecuacion 222 — 12z + 33? — 0 ;A que distancia horizontal desde el sitio de
lanzamiento se encontrard el proyectil en desplazamiento horizontal? (z e y estin
en km).
Solucidon.- Veamos en la siguiente grafica la trayectoria del proyectil

7

'y:
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Tn la grafica podemos observar que la componente v, del vector velocidad v cada
vez es mis pequeiio, hasta el punto en que v, = 0 por lo que el proyectil yano sigue
subiendo y entonces comenzard a descender, es en ese preciso instante en donde el
proyectil tiene trayectoria horizontal. Ahora bien, geométricamente s¢ cumple en
ese punto que la pendiente de la grafica vale cero, por consiguiente i—g =0.

‘Derivando implicitamente con respecte a x tenemaos:
d d d d
2— (x2) — 12— — () =— (0
z @) 2@+ ) =7 O
2(2z) - 12(1)+32y)y =0
4z —12+6yy =0

6yy =12 —4x
g 124 2(6 — 22)
6y 6y
o = 6 — 2z
3y
Puesto que ¢ = 0, solo si 6 — 2z = 0 entonces:
6—-2xr=20

6
6 =20 —zx=—-=3
2

Asi el proyectil tendré desplazamiento horizontal en el instante en que esté a una
distancia horizontal ignal a 3 km del sitio de lanzamiento.

EJERCICIOS RESUELTOS
1.2%y% = 2% + o2 2.xy* +2y3 =z -2y
3.2 —zy+23 =1 4.2z% — 4z%y + 6xy® = 38
5./8%y = 2 — 2y 6.2% (22 +3°%) = 9*

.25 + 97 =2 -9 8.x1/% + 43 =9
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SOLUCIONES

1. 22y2 = 22 + 2
d d d
@D =2 @+ ()

2 2uy) + v (2x) = 2z + 2y
2rlyy’ 4 2zy® = 2z + yy’
222y — 2y = 2z — 2xy?
Y (22%y — 2y) = 2z — 2zy?
,:2(3:—9:y2) y,:x—wa
2(z%y —y) T dhy—y
2.ayP+ 2 =2 — 2
d d d d
et QW‘_"23:_.___2
dm(my)+d:n(y) d:c(x) dx(y)
z(2yy') + 2 (1) + 6%y =12y
2zyy’ + 6%y +2¢ =147
v (2zy +6y2 +2) =1— ¢
¥ = B et |
2y + 6y% + 2

.y —ay+at=1
d d d d
e PEARNL L By 0 Pl
dx(y) d:r:(xy)+d$(m) d;v(l)
2yy — [z +y(1)] +322 =0
2uy —zyf —y+32% =0

v (2y — x) =y — 3a?

, y-—32?
, o = 2y -z
4. 223 — 42%y + 62y = 38
d d d d

6% — 4 2%y +y (22)] +6 [z (2y) ' +3* (1)) =0
6% — 4x*y’ — 8xy + 12zyy +6y2 =0
y' (12zy — 42?) = 8zy — 62° — 6y?
_ 8ay—6a? — 6y 2 (day — 32% - 37)
C 12zy — 422 4(3zy —a?)
| .
ly — 2 —3e — 3
[ 2 (3zy — 2?)

!
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5. o/Boy= 2w— 2y
i (V8zy) = d% (22) — L (2)

1 —1/2 ! f
5 Bay)” T8y +y (] =2-2
o f
ML}%LN .
(8zy)

4wy +y (1] = (82y)'"* 2~ 20/)
dzy' + 4y = 2 (8zy)'/? — 24/ (8ay) "/
dxy’ + 20 (855@/)1/2 =2 (83331)1/2 — 4y
Y [43: +2 (S:Cy)]/z} = 2(8zy)"/? — 4y

1/2
- 2(8:1:3;)1/2 —ay 2 [(8my) B - 21)}.
4x +2(8my)1/2 2 [2.’1: + (Smy)l/z}

y = Y =2
2x + /8xy
6. 22 (% + 1) = ¢
d 5 d
- [ (#2+4%)] = = (¥*)
22 (22 + 2yy') + (2 +17) (2z) = 2y’
203 + 22%yy’ + 22° + 2xy? = 2yyf
2® + 22y + 28+ =gy
2y —yy = -2 — zy
Y (2%y —y) = — (20 + 21?)

!

22° + xy?
iy —y
72t + 9y =2 -9

2 (a2) L (0?) = o (2) - %0

2% (2uy') +y* (2z) +18yy =22 -0
20%yy + 2ay® 4 18yy = 2%

ey oyt 9y =x

Y (z%y + %) =z — o

!

y:

e-a)
2y + 9y
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8. xl/3 4413 =9
d d
Ly & ) -

. ;_133:“2/3 T 1y72/3yl =

0

¥y =

EJERCICIOS PROPUESTOS
En los ejercicios siguientes calcular las

113

derivadas de las funciones dadas. En los

casos en que la funcion sea implicita utilizar el método de la derivacién implicita:

L f(z) = x? +9:11

3. g(w) = [(x — 2) (x +4)]

5. 2 :f(y+2)
7.8(t) = (tQ i)
9.y% = (z-3) (2% +y)

+_
IL z/w —
(s =) (5-57)

13. g(s) = )
15. f(z) = (;ﬁl)

17. r&? 4 463 = r — 98

w/z = 16

a—+2b
a— 2b

19. 2

= B

f(8) =vs+1¢s+1
4. 8222 — a?w? = 3a2b?, @ y b son constan tes
1 2
VS T
z—1
8. f() = L2
VvZ+1
wd —1\*
10. z =
(2w3+1)
12 y:L
V1 — 422
4. f(z) =vae++vz—1
16. 23 + 3x2y — 62y? + 243 =0
18.y:2$_y
T —2y
w?
20. 2 =

V4 — w?
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

(Derivadas sucesivas de una funcién)

Para el estudio de las aplicaciones de la funcion derivada es necesario el concepto
de las derivadas sucesivas de una funcién sobre todo el de 1a segunda derivada por
sus aplicaciones en el céleulo de los maximos y minimos relativos de una funcion,
en la determinacion del sentido de la concavidad de una curva y en los problemas de
movimiento tmiformemente acelerado porque representa la aceleracidn del movil.

Comunmente a la derivada de una funcién se le llama tambien primera derivada,
de tal forma que:

dy

dx
La derivada de la primera derivada se denomina segunda derivada o derivada de
orden dos, 1a cual se representa por:

@ (@) _dy
dr \dr /) dz?

La derivada de la segunda derivada es la tercera derivada o derivada de orden 3

a (dy\ _ &y
de \dx? ) dad

Y asf se puede continuar hasta llegar a la derivada de orden n 0 n-ésima derivada.
A continuacion daremos una tabla en la que se muestra la notacion de las derivadas
sucesivas de una funcién

es la primera derivada

d
Primera derivada | v/ | f'(z) d—i D, (y)
74
Segunda derivada | v | f7(z) %ﬂ D2 (y)
i
Tercera derivada | ¢ | (%) ?—Z D3 (y)
M
Cuarta derivada | y'V | fUV)(z) gf% DA (y)
il
n-ésima derivada EiREi (n) () ﬁny D7 (y)
T’)L
EJEMPLO 1. Dada la funcién y = 3z° calcular hasta la quinta derivada
Yy = 15z*
" —=60z°
Y = 180z2

y'V = 360z
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Y =360
Observa que si continuamos derivando 1a sexta derivada seria cero y a partir de
ella todas las demas serian constantes ¢ iguales a cero.
d3y

EJEMPLO 2. Dada la funcion f(z) = 22° — 622 + 5z — 1 calcular s

@ —6x2 — 120+ 5

dr

d?y

Rl 122 — 12
d?y

— =12

da

EJEMPLO 3. Dada la funcién y = /0 — 15z, calcular D3 (y)
1 :
De(y) =30~ 152)2/3 (~15) = —5 (0 — 152)"/*
= —50(9 — 152)~>/*
3 —5/3] _ 290 _s/3
D3 (y) = Dx [-50(9 - 152) %] = == (9 - 152) ™% (~15)

1250

= J - e
(9 — 152)%/3

1250
(9 — 152)8/
CALCULO DE LA SEGUNDA DERIVADA POR DERIVACION IMPLICITA
EJEMPLO 4. Sea la funcion zy + 2 — 2y — 1 = 0, calcular
Derivando implicitamente tenemos
Y +y+1-2y —0=0
ay -2 =-1-y
Y(x—2)=—(1+y)
M) 14
(-2 22—z
Derivando nuevamente tenemos
’lj” - (2 — '5) (yf) - (1 -+ y) (_1)
' 2-2)°

- (722) - @i
. @-af

JDﬁ(y):—
|




116 2 LA FUNCION DERIVADA

' 1+§+ 149 248y
2 - z)? @2—=z)?

T 2+2y

ey

EJEMPLO S. Dado que 22 — zy + y? = 3, hallar ¢/
Derivando implicitamente tenemos:
2z —(zy +y)+2uy =0
2 —zy —y+ 2y =0
y(2y—2)=y—2u

i = Yy — 2z
2y —x
Derivando nuevamente
g B0 -2 - (y—22) 2y ~ 1)
' (2y — z)?
yu o nyl - wy’ — 4y + 2x — ny’ + 43;3]’ +y— 2z
(2y ~ x)*
-2
y . Z3ut 3y -z L
- 7 - 3 (en este paso sustituimos y
” 2y — z) (2y — )
por ==
20—z
y = —3y (2y - ‘T’-) + 3z (y = 2:17) N *6y2 + 3zy + 32y — 622
| 2y —a)’ (2y - 2)°
o —6 (2% — zy +1?)
2y — 2)°

Como 2* — zy + y? = 3, podemos simplificar sustituyendo 22 — zy + 42
por 3, asi

18
(2y — z)*
EJEMPLO 6. Si 2 — 2 = 186, calcular y”’
Derivamos implicitamente

fr

¥y =-

2z - 2yy =0
==

Derivando nuevamente
gy - y-ay

Y2 y?
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()
Y = Ty (sustituyendo el valor de y')

y2 — 22
‘ . N A1 S
Yy’ = y2 s o f = ( 7 iy ) (sustituyendo z? — 4?2 por 16)
y v y
Asi
16

EJEMPLO 7. Como ya hemos visto anteriormente dos razones de cambio
importantes son la velocidad yla aceleracion de un mévil. Sis = f(t) es la funcién
de posicion de un movil con respecto al tiempo,entonces s’ nos da la velocidad
y §” la aceleracion. Consideremos que la funcién de posicion de unmévil viene
dada por s — 2st 4 2t = 4, donde s es la distancia en metros y ¢ es el tiempo
en segundos.Calcular su velocidad y aceleracion en el punto donde ¢ = 1.2 seg y
s =2.8m.

Solucion
v = &, entoces derivando implicitamente tenemos:

258’ —2(ts' +s)+4t =0

288 — 28 — 28+ 4t =0

& (28 —2t) =25 — 4t

2s—4t  s—2
S 28-2t st

28-2(1.2 0.4
v = 5'?2!]) = W—'(l—?—) = T‘g =25 v =025 m/S

Derivando nuevamente obtenemos s”
(s—t)(s—2)—(s—2t)(s' — 1)

{7

S

(s—1t)°
o 88 —2s—ts' +2% — 55 +s+ 25 — 2
(s—1t)°
s —2s —ts' + 5+ 2t B ts' — s
(s 1) (o= 17

Sustituyendo el valor de &'

,,_t('g“:%)-s t(s—2t) —s(s—1)

§—1 s§—1

2 2 - 2

(s—1) (s—1)
st—22 —s* +st —(8® —2st+2t%)

'
§° =

-0  (s=t)P
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Sustituyendo s? — 2st + 22 por 4 tenemos

§f= “%)3’ asiparat =12ys =28

(s

N J—
B=dn1 =

4 4
(28-1.2)°  4.09
La grafica de la trayectoria es la siguiente:

—~0.9766 —| a = ~0.9766 m/s? |

4 4
EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Dadas las siguientes funciones hallar las derivadas indicadas
Dada * Hallar
flz) ==® ' ()
e e Py
Ay ( da?
FE) =R % el (@
f(x) = 42%/2 — 8z1/2 ' (z)
_ 1 &y
y= \/5 . d.IA
_ - L
f@)=22" -3 +2® - 522 +2 -2 fIV(z)
1
- (n)
: 241 N
1 (n)

2. Dadas las siguientes funciones calcular su segunda derivada usando derivacién
implicita
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a. 22 +y* =5

b yr—y=1

o). 2y =y + 1

d. 2P =2 -2

e). 21/2 i ,y1/2 —9

3. Supongamos que la trayectoria de un proyectil estd descrita por la ecuacion

32% — 14z + 4y* — 0 donde z da la distancia horizontal y y la distancia vertical,
ambas en Kin desde el sitio de lanzamiento ;A qué distancia desde el sitio de lanza-
miento se encontrard el proyectil en desplazamiento horizontal? Hacer una gréfica
de la trayectoria del proyectil.

4. La posicion de una particula en movimiento con respecto al tiempo est4 dada
por la ecuacién s? — 2st + t* = 4, donde s representa el desplazamiento en metros
y t el tiempo en segundos. Calcular su velocidad y su aceleracion en el punto donde
t=1segys=3m.
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